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Аннотация
Представлено описание метода и основанной на нем компьютерной 
программы расчета температурных полей и приведенного сопротивления 
теплопередаче фрагментов ограждающих конструкций, разработанной ав­
торами. Показаны преимущества используемого метода конечных элементов 
перед распространенным в строительной теплотехнике методом конеч­
ных разностей. Описаны основные логические модули программы и после­
довательность расчета. Приведен пример расчета температурного поля 
фрагмента легкой стеновой панели с металлическим каркасом.
Summary
The method of calculation the temperature field and the reduced thermal resistance of frag­
ments of building envelope as well as appropriate computer calculating program developed by 
the authors are described in the article “Calculation of the temperature field of multilayer build­
ing envelope with thermally conductive inclusions using the finite element method” . The ad­
vantages of finite element method over finite differences method, which is often used in con­
struction engineering, are shown. The main logical modules of the program and seguence of 
the calculation are described. An example of calculation of temperature field of easy wall pan­
el fragment with a metal frame is given.
На современном этапе развития строительной отрасли прин­цип экономии расходования энергетических ресурсов реа­лизуется при проектировании энергоактивных, энергоэф­фективных, пассивных и других зданий. Основную роль в сокращении потребления энергии указанными зданиями играют 
ограждающие конструкции. Они представляют собой многослой­
ные сложные системы, выполненные из различных, в том числе энер­
гоэффективных материалов, включающие в себя геометрически слож­
ные элементы крепления из металла. Необходимость обеспечения 
повышенных теплозащитных качеств ограждений привела к разра­
ботке новых ограждающих конструкций зданий. К ним относятся 
строительные панели легкие с поэтажным опиранием либо для ис­
пользования в качестве навесных элементов, наружные стеновые кон­
струкции из ячеистых бетонов, защищаемые наружными укрывны­
ми слоями. Для повышения теплозащитных качеств стен применяются 
легкие и тяжелые штукатурные системы, вентилируемые фасады и 
другие системы утепления.
Отличительной особенностью ограждающих конструкций с по­
вышенными теплозащитными качествами является наличие большого 
количества элементов крепления, каркасов, узлов сопряжений па­
нелей из металла. Использование металлических элементов пред­
определяет возможность формирования в ограждающих кон­
струкциях мостиков холода, существенно снижающих их сопро­
тивление теплопередаче. Чтобы избежать указанного недостатка, 
необходимо на стадии проектирования выполнять достоверные рас­
четы температурного поля ограждения и на их основе прогнозировать 
температурные и влажностные режимы конструкции в процессе экс­
плуатации здания. ~-
Расчет температурного и влажностного режимов 
ограждающих конструкций зданий
В строительной теплофизике прогнозирование темпера­
турного и влажностного режимов ограждающих конструкций 
выполняется на основании решения дифференциальных урав­
нений тепло- и массопереноса. Теоретические основы методов 
расчета температурного и влажностного режимов заложены тру­
дами Богословского В.Н., Власова О.Е., Гагарина В.Г., Лыкова 
А.В., Мачинского В.Д., Одельского Э.Х., Перехоженцева А.Г., Уш- 
кова Ф.В., Фокина К.Ф., Франчука А.У., Шкловера А.М. и других 
ученых. Основной методикой, используемой для решения за­
дач строительной теплофизики, служит их численное решение 
в конечных разностях. Обусловлено это прежде всего просто­
той аппроксимации производных в дифференциальных урав­
нениях. Однако методу конечных разностей присущи и опре­
деленные недостатки, к которым прежде всего относится 
сложность аппроксимации граничных условий при наличии у г­
ловых точек на контуре исследуемой области, сложность уче­
та неоднородности материалов (в частности, мелких деталей) 
и сложных геометрических форм, которые присущи современ­
ным конструкциям.
Указанных недостатков лишен более общий метод численного ре­
шения -  метод конечных элементов [1, 2, 3]. Суть метода заключа­
ется в разбиении рассматриваемой области на конечное количество 
подобластей, называемых элементами. В каждом из элементов 
произвольно выбирается вид аппроксимирующей функции (как пра­
вило, полином). Коэффициенты аппроксимирующих функций ищут­
ся из условия равенства значений соседних функций на границах меж-
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ду элементами (в узлах). На основе выраженных через значения функ­
ций коэффициентов составляется система алгебраических уравне­
ний. В связи с тем, что каждый из элементов связан с ограниченным 
числом соседних, система линейных алгебраических уравнений име­
ет разреженный вид (т.е. большое число нулевых коэффициентов), 
что упрощает ее решение.
На текущем этапе развития науки, когда вычислительная техника 
стала неотъемлемой частью инструментария инженера любой от­
расли, указанный вопрос не может решаться без использования воз­
можностей ЭВМ.
В практической работе наиболее часто решаются задачи ста­
ционарных температурного и влажностного режимов ограж­
дающих конструкций. Расчеты стационарных температурных по­
лей применяются для анализа конструктивных решений узлов, 
для расчетов приведенного сопротивления теплопередаче 
сложных ограждающих конструкций, для расчетов нестацио­
нарного влажностного поля ограждений при использовании 
упрощения о постоянстве распределения температуры в ограж­
дении во времени [4]. Сам расчет сводится непосредственно к 
решению стационарного дифференциального уравнения теп­
лопроводности с граничными условиями третьего рода. Для рас­
чета стационарного температурного поля наиболее популяр­
ными в строительной практике являются программы Therm [5, 
6] и Temper-3D [7, 8].
Программа Therm разработана в Национальной лаборатории 
имени Беркли (США) и служит одной из составных частей про­
граммного комплекса по расчету характеристик заполнений све­
товых проемов. Программа позволяет рассчитывать плоское (дву­
мерное) температурное поле ограждающей конструкции. Ре­
шение задачи осуществляется методом конечных элементов. Не­
достатком программы является представление результатов в 
собственном формате, что позволяет выполнять анализ ре­
зультатов только во встроенном постпроцессоре программы. 
Программа Temper-3d, разработанная в Лаборатории аэроди­
намических и теплопрочностных исследований СибАДИ, поз­
воляет выполнять расчеты 2- и 3-мерного температурных полей 
ограждающих конструкций. Для работы Temper-3d требует 
определенную конфигурацию оборудования компьютера, что 
ограничивает запуск программы на ряде вычислительных систем. 
Кроме того, программа является платной, что не всегда при­
емлемо для научных исследований. Однако основным недо­
статком обеих программ является закрытость исходного кода, 
что не позволяет модифицировать их и тем самым подстраивать 
под конкретные специфические задачи.
Методика расчета трехмерного температурного 
поля ограждающих конструкций зданий 
методом конечных элементов
Стационарное трехмерное температурное поля фрагмента ограж­
дающей конструкции описывается уравнением
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Гпое-температура соответствующей поверхности ограждения, °С; 
Гср -  температура среды, омывающей соответствующую по­
верхность, °С;
Т-искомая функция температуры, °С;
-  теплопроводность материала, Вт/(м°С);
Вт/(м2°С).
- коэффициент теплоотдачи соответствующей поверхности,
В работах [1, 2, 3] показано, что удовлетворению дифференци­
ального уравнения (1) с граничными условиями (2) соответствует ми­
нимизация следующего функционала
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Если ввести следующие обозначения
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тогда выражение (3) будет иметь вид
X T= $ j{ [G ]r [D ][G ]}dV+S T - T cpfdS . (б)2 U ~ J  L - J L - J 1 " -  ' J 2
Искомая функция температуры Т не является непрерывной во всей 
рассматриваемой области, а непрерывна только в каждом отдель­
ном конечном элементе
Е
Х Т= ^ Х (? = Z  J \\[G[e]]T[D[e)]{G [e)]\dV+
J ^ у - \ т и Ти - 2Тс И T + r i d s ] (7)
где
Е -  общее число элементов;
(в) - индекс, показывающий, что величина относится к каждому 
конечному элементу, а не ко всей рассматриваемой области.
Согласно теории метода конечных элементов функция темпе­
ратуры в пределах элемента VB> = [Л/^] [Г]. Тогда матрица [С] для од­
ного конечного элемента примет вид
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Для каждого конечного элемента минимизируемый функционал 
может быть записан в виде
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Минимуму функционала Х [т соответствует равенство его про­
изводной нулю, т. е.
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(13)
►
Ре
п
з
т
ри
й Б
НТ
У
э ^ ; 1
д[Т]
J \ { т ] т[B {e)}T[D (e)i B M][T ]dv +
дт У [ ^ ( e l] [ 7 ’ ] r f 5  -
(«>
■ ^ l ^ T ^ m d S  +  = 0 .  (14)
После выполнения дифференцирования выражения (14) получим
SX[t ] _  J [B{e)]T[D M][B(e)] [T ]d V  + 
д[Т] к«
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Преобразуем выражение (15) к в виду
[ * ] [ г ] + № о ,
где [/С] и [F] для каждого элемента
[.К м }= \ [B {e]Y [D [e)}[B {e)]dV+ \ a T[e)[N {e)}T{N (e)]dS, (17)
[ ^ (e)] = - J  a TMTcp[N M]TdS. (18)
В [8] показано, что использование квадратичных и кубических ба­
зисных функций не приводит к существенному увеличению точно­
сти расчетов температурного поля. Поэтому для дальнейших пре­
образований используются линейные базисные функции, которым 
соответствуют трехмерные симплекс-элементы -  тетраэдры. Базисные 
функции имеют следующий вид
Np=ap+bpX+cf y+dpZ , (19)
где /3 принимает значения ( /  k, I, соответствующие вершинам ко­
нечного элемента (тетраэдра), т. е. для одного элемента
N f  N[e> TV, ] . (20)
Принимая во внимание вышеизложенное, выражение (11) мож­
но записать в виде
b, b , Ък Ь,
(21)f5Wl= 16V с/ ci 
d, d,
где
bi, bj, bk, bi, a ,  q, Ck, a ,  di, dj, dk, d i вычисляются по значениям коор­
динат узлов тетраэдров [1];
V- объем тетраэдра.
Для удобства вычисления интегралов в выражениях (17), (18) ис­
пользуем L-координаты [3]:
J [B [e]}T[DM\B w}dV =
36V
ь ,ь , b,bj b,bk b,b,
bjb, b.bj bjbk bjb,
bkb, bkbj bkbk bkb,
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36V
с. с C.C. c,ck C,CI d,d, d,bj d,dk d.d,
CjC, Cj Cj cJck CjC, +^—36V
d.d J I djbj djdk djd,
ckci ckcj ckck CkCl d ^ , dkbj dkdk dkd,
c,ct C,Cj clck C,C, d,d, d,bj d,dk d.d,
J <x^)Tcp[N M]TdS =  0lTTc^ jkl
где Sjki -  площадь грани тетраэдра, граничащей со средой с тем­
пературой Тср .
Здесь следует отметить, что матрицы в правой части выражений 
(27) и (28) имеют несколько иной вид для других граней тетраэдра
[3].
Таким образом, решение задачи, поставленной в (1), (2), свелось 
к системе алгебраических уравнений вида (16) для каждого конеч­
ного элемента, где
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0 0 0 0 
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(30)
Вычислив матрицы [№ ], [F<B>] для каждого конечного элемен­
та, применяем процедуру ансамблирования. Ансамблирование 
представляет собой объединение матриц [№], [F^] отдельных эле­
ментов в глобальные матрицы [К], [f] всей конструкции. При этом 
используются две системы нумерации узлов элементов: локаль­
ная и глобальная. Локальная нумерация представляет собой 
фиксированную нумерацию узлов для каждого элемента в соот­
ветствии с введенной локальной системой (i, j, к, I). Глобальная ну­
мерация узлов всей конструкции может быть произвольной. Со­
ставление глобальных матриц выполняется на основе однознач­
ного соответствия между локальной и глобальной системами ну­
мерации узлов. Значения температуры [Т] узлах находятся из вы­
ражения (16) при известных [/С], [Я].
Таблица 1 Результаты расчета легкой стеновой 
панели с металлическим каркасом
.(26)
Величина Количество
Расчетная наружная температура -26°С
Расчетная внутренняя температура +18°С
Количество узлов 88320
Количество конечных элементов 540877
Средняя температура внутренней 16,533°Споверхности
S(e)
0 0 0 0
атЗ jkl 0 2 1 1
12 0 1 2 1
0 1 1 2
(27)
Средняя температура наружной поверхности -25,445°С
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Представленный программный комплекс вслед­
ствие отсутствия закрытых и собственнических 
элементов и модулей позволяет использовать 
его также для расчета температурно-влажностно- 
го режима ограждающих конструкций зданий 
в нестационарных условиях эксплуатации.
Практическая реализация методики расчета
Алгоритм расчета температурного поля фрагмента ограж­
дения включает в себя следующие операции:
-задание геометрической модели;
-  ввод исходных данных (граничные и начальные условия);
-  построение расчетной сетки;
-  построение матриц элементов;
-  ансамблирование (построение глобальных матриц);
-  решение полученной системы уравнений;
-  обработка полученных данных.
Программный комплекс, выполняющий расчет, разбивается 
на следующие логические модули: препроцессор; генератор 
расчетной сетки; вычислительное ядро; постпроцессор.
Функция препроцессора -  предварительная подготовка и 
приведение исходных данных к виду, воспринимаемому ло­
гическими модулями последующих уровней. В него могут вхо­
дить подпрограммы для создания геометрической модели и 
для интерпретации имеющихся моделей, подпрограммы для 
обработки начальных и граничных условий и др. В практи­
ческой работе выбор препроцессора напрямую обусловлен вы­
бором генератора расчетной сетки, так как последний дол­
жен воспринимать и «понимать» передаваемые ему данные.
Повторное использование программного кода является од­
ним из основных преимуществ современного программиро­
вания. Это, совместно с наличием открытых (open source) и бес­
платных программ, позволяет наиболее полно использовать 
упомянутые преимущества, благодаря чему разработка про­
граммного продукта ускоряется в разы и позволяет избежать 
множества ошибок и затрат времени на их поиск. В настоя­
щее время присутствует широкий выбор генераторов рас­
четной сетки для различных предметных областей. В данной 
работе за основу взят генератор сеток Gmsh [10], включаю­
щий в себя также препроцессор для создания геометрической 
модели и постпроцессор для отображения результатов.
Вычислительное ядро программы разработано на языке 
программирования Python [11] и выполняет следующие 
функции: загрузка конечно-элементной сетки, построение мат­
риц элементов, ансамблирование, решение полученной си­
стемы уравнений, первичная обработка и сохранение полу­
ченных данных. С целью ускорения разработки и уменьшения 
времени выполнения расчетов использовалось расширение 
Scipy [12], созданное с использованием компилируемых язы­
ков программирования, что существенно повышает скорость 
вычислений. Для просмотра и анализа полученных результатов 
использован постпроцессор Gmsh, позволяющий выполнять 
просмотр температурного поля и другие действия.
Результаты расчета, полученные по описанной выше ме­
тодике, представлены на рисунке 1. Показаны: геометрическая 
модель, расчетная сетка и рассчитанное температурное поле 
фрагмента легкой стеновой панели, предназначенной для 
энергоэффективного дома. Стеновая панель состоит из ме­
таллического каркаса, замоноличенного в пенополиуретан.
Рисунок 1 Температурное поле фрагмента легкой стеновой пане­
ли с металлическим каркасом
а) трехмерная модель; 6) расчетная сетка; в) температурное поле
Наружная поверхность панели оштукатурена по стеклосетке, 
с внутренней стороны закрепляется стекломагниевый лист. 
Расчетные температуры наружного и внутреннего воздуха при­
няты f н= -2 6 ^C и  t в= + ^ С .  Теплофизические характери­
стики материалов приняты по [13]. По представленным на ри­
сунке 1 данным возможна визуальная оценка результатов рас­
чета. Полученные значения и характеристики расчета сведены 
в таблицу 1.
Выводы
1. Разработана усовершенствованная методика компьютер­
ного расчета трехмерных стационарных температурных полей 
ограждающих конструкций зданий, имеющих теплопровод­
ные включения различной сложности. ►
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С использованием данной методики и компьютерной программы 
в качестве примера выполнен расчет трехмерного температурного 
поля фрагмента легкой стеновой панели с металлическим каркасом, 
а также определено приведенное сопротивление теплопередаче.
2. Одной из особенностей предлагаемой методики является ис­
пользование мощных генераторов сеток, что позволяет выполнять 
расчеты с достаточной точностью, в том числе при наличии кон­
структивных элементов с малыми линейными размерами (тонкие слои 
металла в кронштейнах крепления вентилируемых фасадов, легкие 
стеновые панели с каркасом из металлического профиля и др.).
3. Представленный программный комплекс вследствие отсут­
ствия закрытых и собственнических элементов и модулей позво­
ляет использовать его также для расчета температурно-влаж- 
ностного режима ограждающих конструкций зданий в неста­
ционарных условиях эксплуатации.
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